Grado en Matematicas — Ejercicios de Analisis Funcional
Relacion 3 - Operadores lineales (para clase)

1. Prueba que un funcional lineal sobre un espacio nhormadorgsuo si, y sé6lo si, su nicleo es
cerrado.
Sugerencia. Sf no esté acotado eByx es facil probar qué (Bx ) = K. De aqui se sigue que la
imagen porf de toda bola abierta €. ; Qué te dice eso de Kéj?

2. Prueba que todo funcional lineal no nulo sobre un espawimado es una aplicacion abierta.
Sugerencia. Calculo directo para probar que la imagen dguieaabierto es un abierto. {No se
supone que el funcional sea continuo!

3. SeaX = R? con la normd|(x,y)|| = (|x|*+ |y|4)1/4. Calcula la norma dual e4* usando multi-
plicadores de Lagrange.

Observacion. Este ejercicio es para que te convenzas dédaditle la desigualdad de Hoélder.

4. SeaX un espacio normado i€ X*, f # 0. Prueba que para toda X se verifica:

dist(a,ker(f)) = |'[(fa|‘|)|

Deduce que 91 es el hiperplandl = {xe X : f(x) = B} entonces se verifica que

dist(a,H) = W 1)
Sugerencia. Sem = inf{||la— u|| : ucker(f)}. Observa qué (a— u) = f(a) lo que implica que
lla—ul| > |f(a)|/|/f|]. Para la desigualdad contraria considera p < 1y ||z|| = 1 tal que
plIf|l < |f(2)|. Ten en cuenta que=Aa— mconme M.
Observa que la igualdad)(generaliza la férmula que da la distancia de un punto a utoEa

la geometria euclidea.

5. SeaX un espacio de Banachyeun espacio normado. S&a& L(X,Y) y supongamos que existe
A > 0 tal que||Tx|| > A||X|| para todoxe X. Prueba quéd (X) es un subespacio cerradoe

6. SeaVl = {(x,y)eR?:x+y=0}y f : M — R la forma lineal dada pof(x,—x) = x. Calcula la
norma def cuando eM se consideran las normas inducidas por las notiilas|| ||1 Y || ||~ €n
R?2. En cada caso calcula todas las posibles extensionea @& conservando la norma.
Sugerencia. Todo lo que se necesita es entender las def@sciorrespondientes y hacer unos
sencillos célculos.

7. (Lema clasico de RiesgSeaM un subespacio cerrado propio de un espacio normxago
0 < a < 1. Prueba que existec S tal que distx,M) > a. Deduce qué|m| = 1 dondeTt es
la aplicacion cociente d¢ sobreX /M.
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8. Prueba que para cala& N existe un niUmer@y > 0 tal que para todo polinomio de grado menor
o igual queN se verifica que

N N
k| <G dt
k;no( )| < Noj|p<t>|

9. SeaX un espacio de BanachM un subespacio cerrado de Prueba qu& /M es un espacio de
Banach.

Sugerencia. Utiliza la caracterizacion de la complitudgsoies.

10. SearN un subespacio finito dimensional un subespacio cerrado de un espacio normado
Prueba qud! + N es cerrado.
Sugerencia. Usa la aplicacion cociente soby#.

11. SeaT € L(X,Y) y M = kefT # X. SeaT : X/M — Y el nico operador lineal que verifica
T =T o Prueba qué@ es continuo.

12. Sedl : X — Y un operador lineal de un espacio norm&den un espacio normadbde dimen-
sion finita. Prueba que:
a) T es continuo si, y solo si, kéres cerrado.
b) T es una aplicacion abierta si, y sélo si, es sobreyectiva.

13. Encadauno de los siguientes casos, prueb® @sein operador lineal continuo (&[0, 1], || ||«)
en si mismo y calcula su norma:

a) [Tf](x) = fx fdt, b) [TH(X) =x*f(0), ©)[Tf](x)=f(x®)
0
14. Sed :C[-1,1] — R el funcional lineal definido por:

0 1
Tx= fx(t)dt _jx(t)dt
-1 0
Prueba qud es continuo y calcula su horma.

t
15. SeaT : C[0,1] — C|0,1] definido por(Tx)(t) = fx(s) ds para todox € C[0,1]. Prueba que

0
T €L(CI[0,1)) y es inyectivo. Describe el espacio imagés- T(CJ[0,1]) y estudia la continuidad
del operado ~1:Y — C[0,1].

16. SeaX un espacio normado. Se dice que un funcidnaK* alcanza su norma si existe By tal

quel|ff = [f(3)].
a) Prueba que die X* alcanza su norma entonces existe algéarsx tal quef(y) = || f|.

b) Seaf : co — K definido porf (x) = Z % Prueba qué €cj y no alcanza su norma.
=
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17.

18.

19.

20.

1
Seadr : L[0,1] — L»[0,1] dado por(Tx)(t) :tjx(s) ds para todoxe L»[0,1]. Prueba quéd es

0

ma.

un operador lineal continuo y calcula su norma

1
Sead : L1[—1,1] — R el funcional lineal dado pod(x) = jtx(t)dt para todox e L1[—1,1].
-1
Prueba que es continuo y calcula su norma.

Para cadae N seanT,, S, : /2 — ¢ los operadores definidos por:
) =-x SX= 3 xKe
k=n+1

Estudia la convergencia de las sucesiofigg, {S\(X)}, {S}-

Para cadacN se defingp, : C[0,1] — R por:

k=0

1 n otk
on) = | (z g> x(t)dt  (xeC[o,1))
)\ &k

Estudia la convergencia de la suces{@n}.
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